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Introduction

La géométrie diophantienne est une branche des mathématiques qui se con-
centre sur les solutions entiéres, ou rationelles, de certaines équations. Depuis
une vingtaine d’années, la théorie des modéles a eu un écho dans ce domaine,
grace a l'étude de structures dites o-minimales, c’est-ad-dire minimales pour
Pordre.

Dans une telle structure, les ensembles définissables d’arité 1 sont par dé-
finition les unions finies d’intervalles et de points. La connaissance des seuls
ensembles d’arité 1 va avoir une heureuse conséquence : les ensembles définis-
sables d’arité quelconque sont exactement les unions finies de cellules, les cellules
d’arité 1 étant naturellement les intervalles et les points, et les cellules d’arité
n étant définies par récurrence : les graphes et les espaces entre deux graphes
de fonctions définissables et continues dont le domaine est une cellule d’arité
n — 1 sont des cellules d’arité n. Les cellules vont canoniquement étre munies
d’une dimension ; de plus, la présence d’un ordre définissable va nous donner une
topologie naturelle, pour laquelle les ouverts et les fermés sont définissables.

Dés lors que notre structure o-minimale sera de plus munie d’une structure
d’anneau, elle sera automatiquement un corps réel clos; ’analyse rudimentaire
sera alors similaire & ’analyse réelle. De plus, le théoréme de décomposition cel-
lulaire nous permettra de dire que toute fonction définissable est C° et méme
C" par parties. Toutes ces raisons ont mené van den Dries & considérer 1’o-
minimalité comme une forme de topologie modérée, comme définie par Gro-
thendieck, et a l’étudier en détail dans [4].

Le lien avec la géométrie diophantienne apparait lorsque ’on considére un
ensemble X C R™ défini comme ’ensemble des solutions réelles d’'une équation
a n variables. Etudier les solutions rationnelles de cette équation revient alors a
étudier ’ensemble X (Q) = XNQ". Un tel ensemble est toujours dénombrable, et
n’est définissable que lorsqu’il est fini. Pour remédier & ce probléme, on introduit
la notion de hauteur d’un point rationnel : pour ¢ € Q* avec pged(a,b) = 1; on
pose H(§) = max{|al,[b|}. Par convention on pose H(0) = 0. La hauteur d'un
point <‘;—11, e ,Z—Z) est maX1<i<n{H(%§)}. Ou s’intéresse a X (Q,T), Uensemble
des points rationnels de X de hauteur < T, qui est toujours fini. La question est
alors de savoir comment N(X,T), le cardinal de X (Q,T), grandit en fonction
de T.

On peut aisément trouver des ensembles, méme bornés, contenant un grand
nombre de points rationnels, par exemple, ensemble (0,1)"(Q,T) contient
(22 acicr ()" > T?", ot ¢ est Iindicatrice d’Euler. En régle générale, les
ensembles semi-algébriques contiennent un grand nombre de points rationnels.
En 2006, Pila et Wilkie [8] ont démontré un théoréme disant que si X est dé-
finissable dans une structure o-minimale, on a pour N(X®2" T) une borne
en O(T¢), pour tout € > 0, o X" est I’ensemble X duquel on exclut les
sous-ensembles semi-algébriques. Nous allons donner la démonstration de ce
théoréme telle qu’elle a été présentée dans ’article de Pila et Wilkie, depuis,
Wilkie a donné une autre démonstration dans [17].

Cette démonstration repose sur une utilisation de la compacité et de la satu-



ration pour obtenir entre autre des bornes uniformes, ou pour transformer une
collection d’ensembles définissables en une famille définissable. Les structures
o-minimales sont agréables non seulement du point de vue topologique, mais
aussi du point de vue modéle-théorique; en effet, un corps o-minimal admet
des fonctions de choix définissables, ce qui rend possible lesdits arguments de
saturation.

L’application de ’o-minimalité & la géométrie diophantienne ne s’arréte pas
au théoréme de Pila-Wilkie : en 2011, Pila a démontré dans [I0] la conjecture
d’André-Oort grace a des méthodes similaires. Il est probable que d’autres ré-
sultats de théorie des nombres seront obtenus par application de I’o-minimalité.
Nous nous contenterons ici d’étudier deux applications du théoréme de Pila-
Wilkie comme exemples de résultats obtenus par cette méthode.



1 Résultats d’o-minimalité

L’objectif de cette partie est d’énoncer les résultats classiques d’o-minimalité
et de théorie des modéles utiles pour comprendre et démontrer le théoréme de
Pila-Wilkie. Les concepts de base et les théorémes classiques de théorie des
modéles qui ne sont pas énoncés ici se trouvent par exemple dans [3].

1.1 Définitions et exemples

Dans cette partie on se donne un langage du premier ordre L.

Définition 1.1.1 (o-minimalité). Une L-structure M est dite o-minimale si M
définit une relation d’ordre totale et si les ensembles définissables dans M sont
exactements les unions finies d’intervalles ouverts et de points.

Comme nous ’allons voir, les structures o-minimales ont de nombreuses pro-
priétés rendant leur étude agréable, particuliérement lorsque M est un anneau ;
par exemple lorsque M est le corps R muni d’une structure bien choisie. Nous
allons exposer quelques exemples de structures o-minimales.

Théoréme 1.1.2. Soit Lyppequs = {0,1,+, —, -} le langage des anneauz, alors
R, considéré comme une L nnequz-Structure, est o-minimal.

Démonstration. L’ordre canonique sur R est définissable par la L,pneaux-formule
é(x,y) : Jz(x —y = 22). On voit bien que ¢(x,y) est vérifice seulement par les
couples tels que = > y.

On sait d’autre part que R, considéré comme une Lynneaux U {<}-structure
élimine les quantificateurs (théoréme de Tarski-Seidenberg, voir [14], pages 52 a
54).

Par conséquent les seuls ensembles définissables de R sont ceux définis par
des Lanneaux U {<}-formules sans quantificateurs, c’est-a-dire des conjonctions
et disjonctions d’équations et inéquations polynoémiales, ce qui donne des unions
finies d’intervalles et de points. O

Le fait que le corps ordonné R est o-minimal est un bon point de départ.
Pourtant, certaines fonctions classiques comme ’exponentielle ne sont pas dé-
finissables dans cette structure. On peut se demander s’il existe des structures
plus riches sur R qui sont elles aussi o-minimales.

On aimerait ajouter des fonctions analytiques & notre structure, cependant,
celles-ci peuvent poser des problémes : la fonction sinus par exemple définit via
I’équation sin(z) = 0 un ensemble contenant une infinité de points isolés. On
peut contourner ce probléme en restreignant les fonctions analytiques a la boite
unité fermée [—1,1]™ : on note R,y la structure de corps R munie de toutes les
fonctions analytiques restreintes. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 1.1.3. RR,,, est o-minimale.



Ce résultat est une reformulation d’un théoréme de Gabriélov, dans [5].

D’autre part, certaines fonctions analytiques, méme non-restreintes, ne créent
pas d’entrave & 'o-minimalité. Ce sont les fonctions pfaffiennes, dont ’exemple
le plus évident est la fonction exponentielle. Wilkie a démontré dans [6] que
Rpgag, c’est-a-dire le corps R muni de toutes les fonctions pfaffiennes, est une
structure o-minimale. On en déduit :

Théoréme 1.1.4. R.,, est o-minimale.

En général, deux structures o-minimale sur le méme ensemble n’ont pas de
raison d’étre compatibles, autrement dit le fait que Ray, et Rexp sont o-minimales
ne garantit pas I’o-minimalité de Ran exp- Van den Dries et Miller, en se basant
sur la démonstration de Wilkie, ont démontré en 1994 dans [15] :

Théoréme 1.1.5. R, ¢qp est o-minimale.

Les exemples que nous avons donnés sont uniquement des structures sur le
corps R. Un résultat de Julia Robinson dans [12] est que @, en tant que corps
ordonné, définit Z; il n’y a donc pas de structure o-minimale sur le corps Q.
Comme nous le verrons dans la partie suivante, les structures o-minimales sont
toujours sur des corps réels clos, I’o-minimalité est donc une théorie pertinente
pour étudier les corps réels clos.

1.2 A propos des corps réels clos

Dans cette partie £ désigne un langage du premier ordre contenant au moins
{Oa 1, +, = <}

Définition 1.2.1 (Corps réel clos). On dit qu’une L-structure R est un corps
réel clos si elle est un corps, si la relation d’ordre < est compatible avec sa
structure de corps et si pour chaque polynéme P € R[X] et chaque a,b € R
avec P(a) < 0 < P(b), on a 3¢ € (a,b) tel que P(c) = 0.

On munit un corps réel clos de la topologie de l'ordre, engendrée par les
ouverts de la forme (a,b), (—o0,a) et (b, +00), pour chaque a,b € R. Dans cette
topologie le fait d’étre ouvert ou fermé est exprimable par une L-formule, et
Iintérieur et I’adhérence d’un ensemble définissable sont définissables.

Comme on le verra dans cette partie, les corps réels clos ont des propriétés
semblables & celle de R. Le théoréme suivant justifie 'intérét que nous portons
a ces corps :

Théoréme 1.2.2. Soit R une L-structure qui soit aussi un anneau ordonné. Si
R est o-minimale, alors R est un corps réel clos.

Démonstration. Nous allons résumer la preuve donnée dans [4], chapitre 1 : tout
d’abord, on montre que tout élément de R* admet un inverse multiplicatif, en
se basant sur un lemme disant que dans un groupe ordonné o-minimal, les seuls
sous-groupes définissables sont le groupe trivial ou le groupe tout entier. Ainsi



pour r € R*, le groupe additif R est définissable et o-minimal, il est donc égal
4 R tout entier, autrement dit r est inversible.

Ensuite, puisque R>o = {r € R | r > 0} est un groupe multiplicatif or-
donné o-minimal, on sait que Z(Rxo) = Rxo, autrement dit la multiplication
est commutative sur R>g, et par conséquent sur R tout entier. R est donc bien
un corps.

Enfin on montre que, dans une structure o-minimale, 'image d’un ensemble
définissablement connecté (c’est-a-dire un ensemble X définissable qui n’est pas
I'union de deux ouverts relatifs & X disjoints et définissables) par une fonction
définissable et continue est définissablement connectée. En particulier, cela si-
gnifie que 'image de [a, b] par une fonction polynomiale (et donc définissable et
continue) P : [a,b] — R est un intervalle contenant P(a) et P(b), donc contenant
lintervalle [P(a), P(b)], lequel contient 0. O

Désormais nous allons lister certaines propriétés des corps réels clos sans les
démontrer, leur démonstration étant similaire & celle dans R.

Proposition 1.2.3. Soit R une L-structure qui soit aussi un corps réel clos.
On a les propriétés suivantes :

bornes atteintes Soient A C R™ compact (fermé et borné) et f : A — R™
définissable et continue, alors elle admet un maximum et atteint ce maxi-
mum en un point de A.

limite aux bords Soient a,b € R, a < b et f : (a,b) — R™ définissable et
continue, alors [ admet une limite (qui peut étre +00) en at et en b™.

accroissements finis Soient a,b € R, a < b et [ :[a,b] — R" définissable,
continue et dérivable, alors Ic € (a,b) tel que w = f'(c).

a

Enfin, le théoréme suivant, qui est une version plus forte de la décomposition
cellulaire en arité 1, nous sera utile dans la démonstration du théoréme de Pila-
Wilkie :

Théoréme 1.2.4 (monotonicité). Soit f : (a,b) — R" définissable, alors on
peut trouver ag = a < a1 < -+ < ap < agy+1 = b tels que [ soit monotone sur
(aiyai41), pour 0 <i < k.

La démonstration se trouve dans [4], chapitre 9.

1.3 Décomposition cellulaire et régularité par parties

Dans un contexte o-minimal, on sait par définition que les sous-ensembles
du domaine de la structure définissables dans la structure sont les unions finies
d’intervalles et de points. Les ensembles définissables en dimension plus grandes
sont quant & eux les unions finies de cellules, les cellules étant définies par
récurrence comme nous le verrons.

Dans cette partie et dans la partie L est un langage du premier ordre
qui contient {0,1,+, —, -, <} et R est une L-structure o-minimale et un anneau
ordonné, donc un corps réel clos.



Définition 1.3.1 (Cellules). Les cellules de R™ sont définies par récurrence sur
n, les cellules de R étant les intervalles et les points. Désormais soient n > 1,
X C R™ une cellule, et f,g : X — R deux fonctions définissables et continues.
Les cellules de R™*! sont exactements les ensembles de la forme :

— Iy, le graphe de f.
— (=00, f) = {(z,y) € X xR | y < f(x)} et (f,00) défini de maniére
similaire.
— Enfin, sous ’hypothése que f < g sur X, (f,g9) = {(z,y) € X xR | f(z) <
y <g(x)}.
On peut définir de la méme maniére les cellules C” en exigeant dans la définition
que les fonctions f et g soient C".

Notons que les notions de continuités et dérivabilités sont exprimables par
des L-formules.

Théoréme 1.3.2 (Décomposition Cellulaire). Soient m > 1, r > 0. On a les
deux résultats suivants :

(1) Quels que soient k > 1 et Ay,---,Ar C R™ définissables, il existe une
partition de R™ en un nombre fini de cellules C" qui sont telles que pour
chaque A;, chaque cellule est soit disjointe soit incluse dans A;.

(II) Quelle que soient A C R™ et f : A — R™ définissable, il existe une
partition de A en un nombre fini de cellules C” telle que f soit C" sur
chacune de ces cellules.

La preuve se fait séparément dans le cas C° et dans le cas C”, ce dernier
s’appuyant sur le premier. Dans les deux cas, on simplifie en prenant n = 1,
car lorsque n > 1 on trouve une décomposition convenant pour chacune des
fonctions coordonnées de f, et 'ensemble de leurs intersections (qui sont encore
des cellules) convient pour f. Ensuite on procéde par récurrence sur m.

Ici nous admettrons ce résultat, car la preuve est longue ; on renvoie vers [4],
chapitres 9 et 13 pour les démonstrations des décompositions cellulaires C° et
cr.

Nous allons donner tout de suite un corollaire dans le cas m =1 :

Corollaire 1.3.3. Soit f : (a,b) — R" définissable, alors f admet une limite
(qui peut étre +00) en a™, en b, et pour tout c € (a,b), f admet une limite en
ctetenc .

Démonstration. Par décomposition cellulaire, on a un ensemble d’intervalles et
de points disjoints qui recouvrent (a, b) et tels que f soit C° sur chaque intervalle
(et sur chaque point). On les numérote ag = a < a; < -+ < ag < agy1 = b.
Puisque f est C° sur chaque intervalle (@i, ait1)ogigk, elle admet une limite
en a;r et en a; (proposition , et naturellement pour chaque point x €
(ai,a;41), f admet une limite & droite comme & gauche, celles-ci sont méme
égales par définition de la continuité. O



1.4 Dimension

Définition 1.4.1 (Dimension). On définit la dimension des cellules par récur-
rence lors de leur construction. Dans R, les intervalles sont de dimension 1 et
les points de dimension 0. Si désormais on a X C R™ une cellule de dimension
let f,g: X — R deux fonctions définissables et C" :

— I'y est une cellule de dimension I,
— (=00, f), (f,00) et (f,qg) sont des cellules de dimension [ + 1.

On définit la dimension d’un ensemble définissable comme le maximum de
la dimension des cellules (C° ou C7, le résultat est le méme) incluses dans cet
ensemble.

On peut alors démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2. Soient r > 0, A C R™ ouvert et f : A — R™ définissable.
Alors il existe un ensemble B C A ouvert et définissable tel que f soit C" sur
B et dim(A — B) < m.

Démonstration. Par décomposition cellulaire C", on partitionne A en un nombre
fini de cellules sur lesquelles f est C”. On prend pour B 'union de l'intérieur de
ces cellules. Les cellules et 'intérieur sont définissables, donc B est définissable,
f est C" sur B, et enfin dim(A — B) < m; dans le cas contraire, on aurait
une cellule de dimension m, notament d’intérieur non-vide, qui ne rencontre
I'intérieur d’aucune cellule de notre décomposition; c’est impossible car nous
avons une décomposition finie, et que ’on ne peut pas recouvrir une cellule
de dimension [ avec un nombre fini de cellules de dimension < [ : il y a donc
forcément une cellule de A de dimension m qui rencontre la cellule extérieure a
B, leurs intérieurs ne sont donc pas disjoints. O

1.5 Fonctions de choix définissables

Pour une certaine £-formule ¢(z,y), on aimerait prendre une fonction f telle
que pour y fixé, §’il y a au moins un x tel que ¢(x,y) soit vraie, alors ¢(f(v),y)
est vraie, c’est-a-dire que f choisit un x pour chaque y. La question qui se pose
alors est peut-on prendre f définissable 7

Définition 1.5.1. Soit £ un langage, on dit quune L-structure M admet des
fonctions de choix (ou fonctions de Skolem) définissables si pour chaque £-
formule ¢(z,y) & paramétres dans A C M avec x € M™ et y € M™, il existe
une fonction f : M™ — M™ A-définissable telle que :

M EYy(3zd(z,y) — o(f(v),y))

De maniére équivalente, M admet des fonctions de choix définissables si
pour chaque Z C M™ x M™ A-définissable, on peut trouver une fonction f :
M™ — M™ A-définissable telle que pour chaque y € R™ fixé, si Z, = {z €
M™ | (z,y) € Z} est non-vide, alors f(y) € Z,,.



Remarque. Dans le cas ol la seule variable est x € M", la fonction f devient une
fonction d’arité 0, autrement dit une constante. Le théoréme se reformule alors
en disant qu’il existe ¢ € M tel que {c} est A-définissable et M F Jzp(x) — ¢(c).

Théoréme 1.5.2. Soit R une L-structure o-minimale sur un corps, alors R
admet des fonctions de choix définissables.

Démonstration. On travaille & m fixé par récurrence sur n. Si n = 1, alors pour
y fixé, Z, C R est A-définissable, donc est une union finie d’intervalles et de
points. Le bord de Z, est un ensemble fini A-définissable. On définit f(y) comme
suit :

— Si Z, = R ou {), on pose f(y) = 0.
Sinon, on note a le minimum du bord de Z,, qui est alors non-vide, et :

— Sia€ Z,, on pose f(y) =a.

— Sia¢ Z,eta—1€ Z,, onpose f(y) =a—1.

—Sia¢ Z,a—1¢Z,eta+1€ Z, onpose f(y)=a+ 1.

— Si aucune de ces quantités ne convient, alors a est forcément le bord d’un

intervalle de la forme (a,b) avec b # co. On pose alors f(y) = %2

Ainsi, f est une fonction de choix définissable.

Désormais n > 1 et 'on suppose que le théoréme est vrai pour tout sous-
ensemble définissable de R™ x R™. Prenons alors Z C R"*! x R™, y € R™ fixé.
On définit Ay = {a € R | 3z € R"(x,a) € Z,}. L’ensemble A = {(z,y) | z €
Ay} C R x R™ est définissable, par le casn =1 on a h : R™ — R définissable
telle que h(y) € A, pour chaque A, non vide.

On définit ensuite B, = {b € R™ | (b, h(y)) € Z,}. L’ensemble B = {(z,y) |
x € By} C R™ x R™ est définissable. Par I’hypothése de récurrence, on a une
fonction définissable g : R™ — R™ telle que g(y) € B, pour chaque B, non
vide.

Alors la fonction f : R™ — R™! définie par f(y) = (g9(y), h(y)) est définis-
sable et telle que f(y) € Z, pour chaque Z, non-vide. O

1.6 Ng-saturation

Dans cette partie on s’éloigne du domaine spécifique de I’o-minimalité pour
parler de la saturation d’une structure, nous verrons ce que cela implique lorsque
ce modéle est un corps ordonné.

Définition 1.6.1. Soient £ un langage, M une L-structure et p(z) un ensemble
de L-formules en la variable = et & paramétres dans A C M. On rappelle le
vocabulaire usuel :

— On dit que p(x) est réalisé dans M s'il existe un certain a € M tel que
pour chaque ¢(x) € p(z), M E ¢(a). On dit aussi que a réalise p.

— On dit que p(x) est un type (& paramétres dans A) s’il est finiment sa-
tisfaisable dans M, c’est-a-dire si chaque sous-ensemble fini de p(x) est
réalisé dans M.
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— On dit que p(x) est un type complet 8’il est maximal, ¢’est-a-dire que pour
chaque formule ¢(x) & paramétres dans A, si p(x) U {¢(z)} est finiment
satisfaisble, alors ¢(z) € p(x). Un type incomplet est appelé type partiel.

— On définit de méme les n-types en les variables x1,- -+ , .

Remarque. La terminologie n’est pas toujours la méme selon les auteurs, cer-
tains auteurs appelant "type" ce que nous appelons ici "types complets". La
terminologie que nous avons adoptée dans cette définition est la méme que dans
I3].

En général, finiment satisfaisable ne signifie pas réalisé. Pour s’en convaincre,
on peut regarder ’exemple suivant dans R avec sa structure de corps :

p(x) ={¢n(z) : 2 >n|ne N}

Dans R, p(z) est finiment satisfaisable, mais n’est pas réalisé : si a réalisait
p, alors a serait supérieur & tous les entiers, ce qui est impossible dans R. On
peut pourtant ajouter un élément infini dans IR et obtenir ainsi le corps des
"hyperréels", dans lequel p(x) est réalise. On peut se demander alors si 1’on
peut toujours réaliser un type dans une extension bien choisie, voire s’il existe
une extension dans laquelle tous les types sont réalisés.

Définition 1.6.2. Soient £ un langage et M une L-structure. On dit que M
est Ng-saturée si tous les types & paramétres dans un ensemble fini A C M sont
réalisés dans M.

Remarque. La encore, deux notations cohabitent, certains auteurs préférant par-
ler d’w-saturation. Nous noterons Ng-saturation afin d’avoir la méme notation
que Pila et Wilkie dans [g].

Notons aussi que dans une structure Ng-saturée, tous les n-types & pa-
ramétres finis sont réalisés dans M. En effet, on note x = (z1,---,z,), et
on considére le n-type p(x,y). Par récurrence sur n, le (n — 1)-type ¢(z) =
{3ygp(x,y) | ¢ € p} est réalisé dans M. Si a réalise ¢, alors on considére le type
r(y) = {é(a,y) | ¢ € p} & paramétres finis (les paramétres de p auxquels on
ajoute a). Si b réalise r, alors (a, b) réalise p.

On pourrait croire que la saturation est une propriété rare. En vérité, on
peut toujours trouver une extension élémentaire Nyp-saturée :

Théoréme 1.6.3. Soient L un langage et M une L-structure, il existe toujours
une extensiton élémentaire M* = M telle que M* soit Ng-saturée.

Démonstration. La preuve se déroule en 2 étapes : d’abord, montrer par com-
pacité que chaque type est réalisable dans une extension élémentaire ; ensuite,
lister tous les types & paramétres finis, puis créer & I’étape 7 une extension élé-
mentaire réalisant les 7 premiers types. Le principal probléme est que cette liste
n’est en général ni finie ni méme dénombrable, il faut donc faire prendre des
valeurs transfinies & . Les détails se trouvent dans [3], lecon 10. O
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Dans la démonstration des théorémes de (re)paramétrisation (voir, nous
nous placerons dans une extension Ng-saturée d’un corps réel clos. Ceci nous
force a distinguer les ensembles bornés par un nombre quelconque et les en-
sembles bornés par un entier, et ce pour la raison suivante :

Proposition 1.6.4. Soit R une structure Ng-saturée sur un corps ordonné,
alors R est non-archimédien ; c’est-a-dire qu’il existe un élément plus grand que
chaque entier (ot l'on identifie un entier d la somme 1+ 1+ ---+ 1 correspon-
dante).

Démonstration. On considére derechef le type p(z) = {¢n(z) : @ > n | n € N}
p est finiment satisfaisable, et comme 1’on écrit n € IN comme une somme de 1,
p est & paramétres dans {1} (voir dans 0 si le langage contient 1). p est alors
réalisé dans R par Ng-saturation. Si a € R réalise p, alors Vn € N, a > n. O

La saturation sera utilisée & plusieurs reprises dans la démonstration des
théorémes de (re)paramétrisation, pour assurer 'uniformité de bornes. Pour
n’alourdir ni la démonstration ni cette partie, les détails sont rassemblés dans
I’annexe [Bl
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2 Le théoréme de Pila-Wilkie

Nous allons dans cette partie donner la démonstration du théoréme de Pila-
Wilkie en nous basant sur I’article original [8]. Ce théoréme fournit une borne
pour le nombre de points rationnels contenus dans un ensemble définissable,
en fonction de leur hauteur. Il ne concerne que la partie dite transcendante
de l’ensemble, car la partie algébrique contient souvent beaucoup de points
rationnels.

2.1 Résultats principaux

Dans cette partie, on fixe un langage £ O Lanneaux U {<}, ainsi qu’une
structure o-minimale sur RR. Définissable signifiera ici définissable dans cette
structure, sauf contre-indication.

Soit X C R™. On introduit les définitions suivantes :

Définition 2.1.1. — On dit que X est semi-algébrique si X est définissable
par des Lanneaux U {<}-formules, autrement dit X est une union finie
d’intersections finies de lieux d’annulation ou de positivité de polynomes.

— On appelle partie algébrique de X et on note X8 I'union de tous les
ensembles semi-algébriques de dimension > 1 contenus dans X. On note
Xtrans — X'\ X238 | partie transcendante de X.

Notons que X?&, bien qu’étant I'union d’ensembles définissables, n’est en
général pas semi-algébrique ou définissable, méme lorsque X est définissable.
Par exemple, si X = {(z,y,2) € R® | z = ¥, 2,y € [1,2]} (définissable dans
Rexp), alors chaque y = ¢ rationnel fournit I'ensemble {z¢ = 2"} qui est semi-
algébrique, leur union n’est en revanche pas définissable.

Les ensembles semi-algébriques peuvent contenir un grand nombre de points
rationnels. Quant & la partie transcendante, notre objectif est de montrer qu’elle
contient peu de points rationnels, dans le sens suivant :

Théoréme 2.1.2 (Pila-Wilkie). Soient X C R™ définissable et € > 0, alors il
existe ¢ = ¢(X, €) > 0 telle que :

N(Xtmns’ T) < cTe

La démonstration se fera par récurrence sur la dimension de X, cependant
nous avons besoin d’une certaine uniformité des constantes ¢ pour la démons-
tration.

Soit Z C R™ x R™, pour y € R™ on définit Z, = {z € R" | (z,y) € Z}, la
fibre au-dessus de y. On pose Y = {y € R™ | 3z € R" tel que (z,y) € Z}, et on
dit que la famille Z = {Z,},cy est une famille définissable si ’ensemble Z est
définissable dans R™ x R™. On peut alors reformuler le théoréme de maniére
uniforme :

Théoréme 2.1.3 (Version uniforme). Soient Z C R™ x R™ une famille défi-
nissable et € > 0, alors il existe c = ¢(Z,€) > 0 telle que Yy € R™ :

N(Z,,T) < cT*
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On a vu qu’en général X8 n’est pas définissable, donc X" non plus.
Plutot que d’enlever toute la partie algébrique, on peut trouver un ensemble
définissable inclus dans X®& en dehors duquel il y a peu de points rationnels.
Le version que ’on va démontrer est alors la suivante :

Théoréme 2.1.4 (Version uniforme et définissable). Soient Z C R™ x R™ une
famille définissable et € > 0, alors et il existe ¢ = ¢(Z,€) > 0 et une famille
définissable W = W (Z,¢) C Z telles que Yy € R™ :

W, C Zi% et N(Z,\ W,,T) < cT*

2.2 Déroulement de la preuve

La premiére étape de la preuve est d’établir que les points rationnels en
question se trouvent dans un petit nombre (c’est-a-dire de la forme O(T¢))
d’hypersurfaces. Ensuite, on démontrera le théoréme pour une famille,
construite & partir de Z, dont les fibres sont paramétrisées par y ainsi que par
un nouveau paramétre ¢ qui représente le vecteur des coordonnées définissant
une hypersurface. Cette famille est telle que les points au voisinage desquels la
fibre est de dimension maximale tombent dans la partie algébrique et sont donc
exclus. Pour les autres, on conclut par récurrence sur la dimension.

On relie alors les fibres de Z & celles de cette famille grace aux hypersur-
faces : on sait que tous les points rationnels de hateur < T d’une fibre de Z
tombent dans un certain nombre, disons N, d’hypersurfaces. Chacune de ces
hypersurfaces correspond & une fibre de la famille précédente, dans laquelle il y
a M points rationnels de hateur < 7' (en dehors d’un certain ). Au total il y
a donc N M points rationnels de hauteur < T dans une fibre de Z. Puisqu’on
sait qu’il existe une borne de type O(T/?) pour le nombre N d’hypersurfaces
et pour le nombre M de points rationnels, le théoréme est finalement démontré
pour Z.

Le point de départ afin d’établir le résultat sur les hypersurfaces est la pro-
position suivante que I’on trouve dans [9] :

Proposition 2.2.1. Soient k,n,d € IN avec k < n et d > 1, alors il existe un
entier positif r = r(k,n,d) et deux réels positifs C = C(k,n,d) et ¢ = e(k,n,d)
avec la propriété suivante :

Pour toute fonction ¢ : (0,1)* — R™ de classe C" dont toutes les dérivées
d’ordre < r sont bornées par 1, si l'on note X = Im(¢), alors X(Q,T) est
contenu dans auw plus CT€¢ hypersurfaces de degré < d. De plus, la quantité
e(k,n,d) tend vers 0 lorsque d tend vers l’infini.

Remarque. Par 14 on entend que lorsque ’on trouve un recouvrement de X (Q,T')
par un grand nombre d’hypersurfaces, on peut toujours en trouver N < CT*¢
parmi celles-ci dont I'union recouvre aussi X (Q, 7).

Nous ne donnerons pas de preuve de ce résultat ici, nous nous contenterons
d’étudier dans I’annexe [A]un cas en petite dimension pour avoir une représen-
tation géométrique plus intuitive de la signification du résultat.
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Cette proposition n’est pas tout a fait le résultat que 'on veut, d’abord
parce qu’elle concerne seulement les ensembles X qui sont images de fonctions
suffisament réguliéres, et ensuite parce qu’elle nous donne un € qui dépend de
d. Nous allons étendre ce résultat a tout X, tout € et aux familles définissables :

Lemme 2.2.2 (Lemme principal). Soient Z C (0,1)™ x R™ dont les fibres sont
de dimension < k <n, et € > 0. Alors 3d = d(k,n,e) e N et K = K(Z,¢) > 0
telles que Vy € R™ et VI > 1, Z,(Q,T) soit contenu dans 'union d’au plus
KTe¢ hypersurfaces de degré < d.

Démonstration. On fixe d, la proposition précédente nous donne alors €(I, n, d)
pour chaque ! < k < n (car la dimension d’une fibre peut étre plus petite que
k). Cette quantité tend vers 0 quand d tends vers l'infini, on prend alors d
suffisament grand pour avoir €(l,n,d) < e.

On recouvre ensuite chaque fibre Z, par un nombre fini IV, qui ne dépend
pas de y, de fonctions ¢ : (0,1)¥ — R" dont les dérivées d’ordre < r(k,n,d)
sont bornées par 1. C’est possible grace au théoréme de paramétrisation que
nous démontrerons dans la suite, et particuliérement grace au corollaire
Les points rationnels de hauteur < 7" de I'image de chacune des fonctions ¢ sont
contenus dans au plus C(dim(Z,), n, d)Teldim(Zy),n.d) < OT€ hypersurfaces de
degré < d, avec C' = maxi<i<r C(I,n,d). Par conséquent les points rationnels
de hauteur < T' de Z, sont contenus dans au plus NCT hypersurfaces de degré
< d et le lemme est démontré avec K = NC. O

Les parties a sont consacrées a la démonstration des théorémes
de paramétrisations sur lesquels repose ce résultat. La partie applique le
lemme[2.2.2|comme nous l’avons vu afin de terminer la preuve du théoreme [2.1.4]

2.3 Théorémes de paramétrisation

Dans les parties suivantes (jusqu’a [2.6) on fixe une L-structure o-minimale
sur un corps réel clos M. La raison pour laquelle on ne travaille pas sur R
est que l'on a besoin que M soit Ng-saturée pour démontrer le théorémes de
(re)paramétrisation. Le corollaire est une conséquence de ces théorémes,
et s’exprime entiérement par des formules du premier ordre; par conséquent
puisqu’il est vrai dans une extension élémentaire Ngp-saturée de R, il est vrai
dans R.

On dit que = € M est fini §’il existe ¢ € IN tel que = < ¢, ou ’on suppose que
Q est identifié au sous-corps premier de M. On dit que X C M™ est fortement
borné §’il est borné par un certain ¢ € IN. Une fonction est fortement bornée si
son graphe ’est ; notamment si F' : X — Y est fortement bornée alors X et Y
sont, fortement bornés.

Définition 2.3.1 (Paramétrisation). Soit X C M™ définissable avec dim(X) =
.

— Une paramétrisation partielle de X est une fonction ¢ : (0,1)! — X défi-
nissable.
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— Une paramétrisation de X est un ensemble fini S de paramétrisations
partielles telles que |J,c o Im(¢) = X.

— Une r-paramétrisation de X est une paramétrisation S de X telle que
chaque ¢ € S est C” et ¢(® est fortement bornée pour a = (a1, ,0q) €
N avec || = 300 a; <.

Remarque. La raison pour laquelle on considére des fonctions fortement bornées
plutét que bornées est que M est non-archimédien, puisqu’il est Ro-saturé. A
partir d’une fonction dont les dérivées sont bornées par un entier, on peut obtenir
des fonctions aux propriétés similaires mais dont les dérivées sont bornées par 1,
en divisant et dilatant son domaine un certain nombre (fini) de fois. Ceci serait
impossible avec une borne non-finie.

Grace au théoréme de décomposition cellulaire on sait qu’il existe toujours
une paramétrisation dont les fonctions sont C, mais a priori leur dérivées pour-
raient ne pas étre bornées. On va démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2 (Paramétrisation). Pourr € IN et pour X C M™ définissable
et fortement borné, il existe une r-paramétrisation de X.

Il existe aussi une version pour les fonctions :

Définition 2.3.3 (Reparamétrisation). Soit F': X — M™ une fonction définis-
sable et fortement bornée. On dit que S est une r-reparamétrisation de F' si S est
une r-paramétrisation de X telle que {F o¢ | ¢ € S} soit une r-paramétrisation
de Im(F).

Théoréme 2.3.4 (Reparamétrisation). Pour r € N et pour F' : X — M"
définissable et fortement bornée, il existe une r-reparamétrisation de F.

Dans ces théorémes, les entiers m, [, n, et r interviennent : X C M™,
dim(X) =1, F: X — M", et r est U'entier qui détermine la régularité de la
(re)paramétrisation. La démonstration dans son ensemble est une récurrence sur
m des deux énoncés a la fois, mais fera intervenir des récurrences sur les autres
entiers :

— Dans la partie on démontre les théorémes dans le cas m = 1 (et donc
I =1). Pour ce faire, on commence par démontrer une version plus forte
des théorémes, avec des propriétés supplémentaires sur les fonctions, dans
le cas n = 1 et par réccurence sur r. Cette propriété permet d’effectuer
une réccurence sur n afin de démontrer les théorémes dans le cas m = 1.

— Dans la partie [2.5| on démontre un lemme permettant de passer d’une
fonction dérivable (r fois) par rapport aux m premiéres variables, a une
fonction dérivable par rapport a toutes les variables. Il s’agit d’un lemme
clé dans la récurrence sur m.

— Enfin dans la partie [2.6] on effectue la réccurence sur m, ensuite on établit
le corollaire que I’on souhaite.
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2.4 Cas des fonctions unaires

On se place donc dans le cas m = [ = 1. Dans un premier temps, on va aussi
fixer n = 1 et démontrer un résultat plus fort par récurrence sur r ; ensuite nous
démontrerons le théoréme par récurrence sur n.

Lemme 2.4.1. Soient r > 2 et f : (0,1) — M définissable et de classe C".
On suppose que fU) est fortement bornée pour 0 < j < r — 1 et que ’f(T)’
est décroissante. Soit g : (0,1) — M définie par g(x) = f(z2), alors g9 est
fortement bornée pour 0 < j < r.

Démonstration. On a pour g (z) = ' p; ;(z)f9)(2?) avec p;; un poly-
noéme & coefficients entiers. Tous les termes de la somme sont bornés par hy-
pothése, sauf lorsque ¢ = j = 7. On a alors p,.(x) = 2"2". Par hypothése
fixons ¢ une borne entiére de f("~1) et on suppose qu’il existe z tel que
‘f(f’)(xo)] > ;%' Par le théoréme des accroisements finis, 3§ € [%, z¢] tel
que f Y (2g) — FOTD(2) = (&) (zg — ). Puisque |f(r)| est décroissante,

[fPE)] = £ (wo)| > 2¢. Ainsi -

2 > [ £ (@o) = OV (5)| = £ ) (@0 — 3| > 25 = 2
Par contradiction, on a alors Va () (z) < %, et donc :
2rxrf(r) (332)‘ < o220 < o2,
Ainsi g(i) est fortement bornée pour 0 <7 < r. O

Lemme 2.4.2. Soit F' : (0,1) — M définissable et fortement bornée. Alors F
admet une 1-reparamétrisation S qui est de plus telle que pour ¢ € S, au moins
une des deuzx fonctions ¢ et F o est un polynéme sur (0,1) avec des coefficients
fortement bornés.

Démonstration. Par décomposition cellulaire, F est C* sur (0,1), & I'exception
d’un nombre fini de points. On peut alors choisir par o-minimalité ag = 0 < a1 <
-+ < apy1 = 1 dans M tels que restreinte & (a;, a;4+1), F soit C et |F'| <1 ou
|F’| > 1 (qui sont des formules du premier ordre), et on définira ¢, : (0,1) — M
pour chaque ¢ :

— Lorsque |F’'| < 1, on pose ¢(z) = (aj4+1 — a;)x + a;.

— Lorsque |F’| > 1, on note b; = lim__, + F(x) et bjyy = lim__, - F(x).

—a,;
it1
Sur cet intervalle F est strictement monotone et donc injective, par consé-

quent on peut poser ¢(z) = F~1((bjr1 — b;)x + b;).

Dans le premier cas ¢; est un polynéme, dans le second cas F o ¢; est un
polynome. En ajoutant les fonctions constantes égales & a;, on obtient une 1-
reparamétrisation de F' avec les propriétés voulues. O
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Lemme 2.4.3. Soit r > 1 et soit F' : (0,1) — M définissable et fortement
bornée. Alors F' admet une r-reparamétrisation S qui est de plus telle que pour
¢ €S, ¢ ou Fodg est un polynome sur (0,1) avec des coefficients fortement
bornés.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur r, le cas r = 1 étant le
lemme Supposons r > 2 et soit S une (r — 1)-reparamétrisation de F
admettant la propriété voulue. On fixe ¢ € S et 'on pose {4, F o ¢} = {g,h}
oll g est un polynome & coefficients strictement bornés. Ainsi ¢(*) existe et est
bornée pour 0 < 7 < r, tandis que h(?) existe et est strictement bornée seulement
jusqu’a r — 1. On cherche & appliquer le lemme Par le théoréme on
choisit ap = 0 < a1 < --- < ap41 = 1 dans M tels que h soit C” et que |h(r)|
soit monotone sur (a;,a;+1). On définit alors 6; : (0,1) — (a;,a;4+1) par :

h(T)
h(T)

est décroissante

0 — (ait1 — ai)x + a; si
¢ est croissante

(ai —aiy1)T +aiy1 s

ho6;:(0,1) — M est naturellement C", et ses dérivées sont fortement bornées
jusqu’a r — 1. De plus, |h(r)| est décroissante. Si I'on note p : (0,1) — (0,1),
x — z2; alors par le lemme ho@; o p a des dérivés fortement bornées
jusqu’a r. g o 0 o p est toujours polynomiale & coefficients fortement bornés. On
pose ¢ = pofop,et ' ={¢ | ¢ € S;U{x = a; | 1 < i < p} est une
r-reparamétrisation de F' ayant la propriété voulue. O

Corollaire 2.4.4. Soit X C M définissable et fortement borné et soit F :
X — M, alors F' admet une r-reparamétrisation Vr > 1.

Démonstration. Par o-minimalité X est une union finie d’intervalles bornés et
de points. Il admet donc une r-paramétrisation S par des fonctions linéaires et
par des fonctions constantes. Pour chaque fonction ¢ de S, Fo¢ : (0,1) — M
admet une r-reparamétrisation S, par le lemme Alors S" = {pov |9 €
Sy, ¢ € S} est un r-reparamétrisation de F. O

Il nous reste & traiter le cas Im(F) C M™ pour n quelconque, qui sera
démontré par récurrence sur n. Le lemme suivant est établi pour des fonctions
me-aires car il sera aussi utilisé par la suite lors de la récurrence sur m pour nous
restreindre au cas n = 1.

Lemme 2.4.5. Soit m,r > 1 et on suppose que VIl < m, VX C M' définissable,
et VE : X — M, il existe une r-reparamétrisation de F'.

Alors ¥n > 1, VI < m, VX C M! définissable, et VF : X — M™, il existe
une r-reparamétrisation de F'.

Démonstration. Le résultat tient naturellement pour n = 1. Par récurrence,
fixons n > 2 et supposons que le résultat soit vrai jusqu’a n — 1. On considére
G: X C M™ — M™ définissable et fortement bornée. Par projection on peut
poser G = (F, f) avec Im(F) C M1 et Im(f) C M. On sait alors qu’il existe
une r-reparamétrisation S de F.
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Soit ¢ € S, on a ¢ : (0,1)3™X) - X et ainsi fo ¢ : (0,1)3™E) - M
admet une r-reparamétrisation Sy. Alors S = {pop | ¢ € Sy, ¢ € S} est une
r-reparamétrisation de G. O

En appliquant le lemme [2.4.5| au cas m = 1, on obtient :

Corollaire 2.4.6. Soitn > 1, X C M et F : X — M™"™ définissable et fortement
bornée, alors Yr > 1, F' admet une r-reparamétrisation.

Avec ce corollaire le cas m = [ = 1 est démontré pour r et n quelconque. La
partie suivante étend le résultat & toute fonction par une récurrence sur m.

2.5 FEtape de récurrence

On souhaite démontrer le théoréme par réccurence sur m. Lorsque ’on trai-
tera le cas d’un fonction F' d’arité m + 1, on travaillera avec la variable x,, 1
fixée, et on reparamétrisera la fonction F,, : x € (0,1)™ — F(x,u). Ainsi on
obtient un certain nombre de fonctions F, o ¢ qui sont continues et dérivables
4 dérivées fortement bornées par rapport aux m premiéres variables. A aide
de la décomposition cellulaire et d’arguments de saturation, Pila et Wilkie dé-
montrent que sur un certain sous-ensemble générique de son domaine, on peut
reparamétriser une telle fonction par rapport & la derniére variable. Ce résultat
se trouve dans le corollaire[2.5.3] et I’objectif de cette partie est de le démontrer,
afin de pouvoir 'utiliser pour mener & bien la récurrence dans la partie suivante.

On fixe r et n dans IN*. On considére une famille définissable de fonctions
(Fy 2 (0,1) = (0,1)")se(0,1), ot pour t fixé Fy est de classe C" et Ft(z) est for-
tement bornée pour 7 = 1,--- ,r. Par un argument de saturation (voir 'annexe
[B), on a une borne uniforme ¢ € N. On définit Fyy par Fy(z) = lim; o+ F3 ().
Cette limite existe par o-minimalité : puisque (z,t) — Fi(x) est une fonction
définisable, pour x fixé, t — Fi(x) est définissable et donc continue presque
partout, notamment elle est continue au voisinage de t = 0™ et admet donc une
limite. On va voir que la fonction Fp : (0,1) — [0, 1]™ est continue :

Soient x1, x2 € (0, 1) distincts. Comme F(x;) tend vers Fy(z;), on prend t €
(0,1) tel que ||Fo(z;) — Fi(z;)|| < |v1 — x2| pour i = 1,2 (Le choix de la norme
n’est pas important, car on peut vérifier que tout comme dans R, en dimension
finie les normes sont toutes équivalentes). Par le théoréme des accroissements
finis, on a d’autre part ||Fi(z1) — Fy(z2)|| < Necl|xy; — 23|, puisque ¢ est une
borne pour F}. Ainsi :

[ Fo(21) — Fo(@2)[| < [|[Fo(z1) = Fe(x1)|| + | Fe(z1) — Fe(@2)|| + | Fy(z2) — Fo(z2) ||
< (Nc+2) |z — z2]

O
En itérant cette démonstration en changeant un peu les calculs, on peut

montrer que Fy est C"~! et que pour 0 <i <7 — 1, Foi) (x) = limy_,o+ Ft(i)(:v).
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On considére désormais une famille définissable (F);c(o,1) comme précé-
demment mais aussi telle que I’ensemble S; des fonctions coordonées de F} soit
une r-paramétrisation de (0,1). On définit Sy comme ’ensemble des fonctions
®lg-1(0,1), 0t ¢ est une fonction coordonnée de Fy. Sp a les propriétés suivantes :

(A) Uges, Im(¥) = (0,1) \ T, ot T € (0,1) est un ensemble fini : par o-
minimalité, si T n’était pas fini il contiendrait un intervalle, qui serait
donc manqué par toutes les fonctions v, et donc manqué par toutes les
fonctions coordonnées de Fy. Mais puisque F}; tend vers Fy et que S; est
une r-paramétrisation de (0, 1), ceci est impossible, étant donné le fait que
les dérivées de F; sont bornées uniformément en .

(B) Chaque fonction 9 € Sy a pour domaine un ouvert inclus dans (0, 1). De
plus, 1 est C"~! et () est fortement bornée pour 0 < i < r — 1.

Définition 2.5.1. On fixe m > 1 et on introduit les notations suivantes :

— Pour U ¢ M™*! définissable et ouvert, on note V &€ U et on dit que V est
générique dans U si V est définissable, ouvert, V C U et dim(U \ V') < m.

— Pour ¢ : (0,1) = M, on note I : (0,1)™ — (0,1) x M la fonction
qui est I'identité sur les m permiéres variables et ¢ sur la derniére :
Ip(z1,  Tmy1) = (X1, Tmy @(Ting1)). Pour f: X € M™H — M™,
on note aussi fy = f o I, (restreinte & Idjl[X]).

Notre objectif est alors de montrer que si f est une fonction dérivable a
dérivées fortement bornées par rapport aux m premiéres variable, alors on peut
reparamétriser la coordonnée m + 1 afin que f soit dérivable par rapport a la
variable m + 1 presque partout. Plus formellement :

Lemme 2.5.2. Soient n,m > 1, U € (0,1)™*!, et f : U — M"™ définissable et
fortement bornée. On suppose que pour 1 < i < m, Of/0x; existe, est continue
et fortement bornée.

Alors il existe Vr > 2 une (r — 1)-paramétrisation S d’un ensemble cofini de
(0,1), et un ensemble V € U tels que pour chaque ¢ € S, I4[V] C U, f, est C*
sur V, et toutes ses dérivées Of /Ox; sont fortement bornées sur V.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Le cas n = 1
demandera beaucoup de travail tandis que la récurrence elle-méme sera similaire
a ce qui a été fait précédemment. On se place donc dans le cas n = 1, on fixe
m > 1, f comme dans ’énoncé et » > 2 et nous allons construire le S voulu
sous la forme d’un Sy limite d’une famille bien choisie.

En appliquant le théoreme [[.4:2] & f avec r = 1, on obtient un certain
W € U restreinte auquel f est C!. Pour t et y € (0,1), on pose W;(y) ensemble
des x € (0,1)™ tels que le point (z,y) soit & une distance > ¢ de ’ensemble

(0,1 x {y}\ W :

Wi(y) = {z € (0, )™ [ d((z,), [0, 1] x {y} \ W) >t}
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A y et t fixés, la fonction 2 — |0f /02,11 (z,y)| est définie est continue
sur W(y) qui est fermé, borné, et définissable ; par conséquent elle atteint son
maximum en un certain point s;(y) € Wy(y), si celui-ci n’est pas vide. Puisque
M admet des fonctions de choix définissables (théoréme , on peut choisir
s¢(y) comme une fonction définissable en ¢ et y, en posant par exemple s;(y) =
(1, 1) si Wi(y) est vide.

On a alors Vt,y € (0,1)? tels que Wy(y) est non-vide, (s¢(y),y) € W et
Vo € Wiy), [0F /0 mi1(5:(y),9)| > |0F )0 (2.)]

On considére désormais la famille définissable (g¢)¢c(o,1) ot g¢ = (0,1) —
(0,1)™ x M est definie par gu(y) = (s,(y), f(s:(y), 1) 5 Wi(y) £ 0 et (s,(3),0)
sinon. On applique le corollaire pour obtenir Sy, une r-reparamétrisation
de g;. Grace & un argument de compacité et de saturation (voir annexe [B.i)),
on peut pour un certain N € IN supposer que Sy = {(V¢; | 1 < i < N}
avec pour chaque 7, ((i)gzﬁt)te(o,l) une famille définissable de fonctions. On pose
Fy= (Mg, - (M) ¢,). On définit Fy et Sy comme décrit en début de partie.

So n’est pas tout-a-fait la paramétrisation que 'on cherche. La propriété|(A)|
nous garantit que les fonctions de Sy recouvrent un ensemble cofini dans (0, 1),
en revanche la propriété nous dit seulement que le domaine d’une fonction
de Sy est un ouvert, 1a ot nous souhaterions qu’il s’agissat de l'intervalle (0, 1)
tout entier. Pour remédier & ce probléme, on sépare chaque fonction de Sy en
plusieurs fonctions constantes ou injectives dont le domaine est un intervalle
ouvert, quitte a perdre un nombre fini de points du domaine. On se débarasse
des fonctions constantes, perdant ainsi un nombre fini de point de I'image, et l’on
compose chaque fonction ¢ injective de domaine (a,b) C (0,1) avec la fonction
linéaire A : (0,1) — (a,b), © — a + bx. L’ensemble S des fonctions ¢ o A\ ainsi
définies est alors une r — 1-paramétrisation d’un ensemble cofini de (0, 1).

On cherche aussi V' € U tel que I4[V] C U et sur lequel f, est C! et
a dérivées fortement bornées pour chaque ¢ € S. On sait que f est C' sur
W € U, ainsi l'idéal serait d’avoir I,[V] C W. On pose alors :

V=U\J 10, )"\ W]
peS

Naturellement V C U. Comme W € U € (0,1)™ ", (0, 1)1\ W est de di-
mension < m, donc pour chaque ¢ € S, I;l[(O, 1)m+1\ W] est aussi de dimension
< m par injectivité et continuité de ¢, et enfin U\V C U, g 1'{;1[(07 1)m+\ W]
qui est de dimension < m, et V € U.

Soit ¢ € S fixée. Il nous reste & vérifier que les dérivées de fy par rapport &
chacune des m + 1 variables sont fortement bornées sur V. On fixe (zg, yo) € V
et on va montrer que 9fy/0x;(x0,yo) est fini pour 1 < ¢ < m+ 1. Un argument
de compacité permet de conclure qu’une borne finie existe pour la fonction toute
entiére.

On rappelle que f4(20,50) = f © Is(0,y0) = f(z0,d(yo)). Comme I4[V] C
W, on a (zo, ¢(y0)) € W et donc 9fy/0z;(x0,yo) fini par hypothése pour 1 <

t. Dans la notation (i)zz)t, 7 est simplement un indice de numérotation. Il est placé de cette
maniére afin d’éviter la confusion avec la dérivée ou de géner le t en indice.
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1< m.

Désormais ¢ = m + 1. On remarque que ¢ est la composée d’une fonction
1, qui est la restriction d’une fonction de Sy & un certain intervalle, et d’une
fonction linéaire & coefficients finis A. Enfin on sait que 0fy/0zm41(x0,Y0) =
&' (Y0)0f ] 0z m+1(x0, P(yo)). En posant y3 = A(yo), on voit qu’il suffit de montrer
que ' (y1)0f /0% m+1(x0,%(y1)) est fortement bornée. On se sert du fait que
(%o, ¥ (y1)) € W et que W est ouvert pour en déduire :

(i) o € Wi(¢(y1)) pour t € (0,1) suffisamment petit.

Par définition de Sy on sait qu’il existe une famille définissable de fonctions
(t)ec(0,1) avec ¢p € Sy telle que limy o+ ¢r(y1) = ¥(y1) et, puisque 7 > 2,
lim;_,o+ &} (y1) = ¥'(y1). On peut alors prendre ¢ € (0,1) suffisamment petit
pour avoir :

- 5 9 e el ]
(i) 525~ (0, (1)) — 2L~ (w0, ¢1(31)| < 1, par continuite de 2L sur
w

(iil) |} (y1) — ¥ (y1)] < i(xo,w(yl))’ par convergence, le membre de

83€m+1
droite étant traité comme une constante.
(iv) o € Wie(¢e(y1)), en effett, si to .satisfait alors n’importe quel ¢ < % tel
que [Y(y1) — ¢¢(y1)| < % convient.

On choisit ¢ tel que toutes ces propriétés tiennent simultanément. On a alors :

%)
00) g )| 2 [010) 52— ) 1
1G1)]
2 et 52 a0 + o4+ 1
1Gv)] 0
o152 ) )| + 6100 +1

Puisque ¢; € S, ¢} est fortement bornée. Il ne reste plus qu’a montrer que
&L (1) 52L—(5¢(de(y1)), de(y1)) est fini ; on se sert du fait que S; r-reparamétrise

OTm 41
g¢, 0N a

(v) (st0¢¢) est fortement bornée

(vi) % (st 0 pe(y), d+(y)) est fortement bornée
Le calcul de la dérivée dans donne :

(st00¢) (1) - <37f(5t o di(v1), de(y1)), -, aif(st o (Y1), ¢e(y1)))

ory 0%y,

+¢(y1) (5¢0 de(y1), de(y1))

of
a$m+1
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Le terme de gauche est fini par et par hypothése sur f, donc puisque la
somme est finie par le terme de droite est fini; c’est ce que nous voulions
montrer.

Le théoréme est démontré pour n = 1, pour terminer la récurrence, on
suppose que le théoréme est vrai jusqu’a un certain n > 1. On prend F :
U— M"et f:U — M, on pose G = (F, f) et on suppose que G vérifie
les hypothéses du lemme. Par récurrence on sait que pour F' il existe une r-
paramétrisation S et V' € U comme dans I’énoncé. Alors pour chaque ¢ € S, on
applique le lemme & fy pour obtenir Ty une r-paramétrisation et V3 € U comme
dans I’énoncé. Alors S = {po ¢ | ¢ € 5,9 € Ty} est la r-paramétrisation que
l'on cherche, et I'ensemble V = ﬂ¢es,weT¢ Vg N IJl[V] est ’ensemble générique
dans U que 'on cherche. O

Corollaire 2.5.3. Soient r,n > 1, U € (0,1)™* et f : U — M" définis-
sable, fortement bornée et telle que () existe, est C° et fortement bornée
Va = {ag, -, am,0) € N™ T guec |af < 7.

Alors pour chaque k > 0, il existe un ensemble Vi, € U et une r-paramétri-
sation, Sk, d’un certain ensemble cofini de (0,1) tels que V¢ € Sk, I4[Vi] € U

et folv, soit C” et que féa)|vk soit fortement bornée Yo € N™ 1 qvec |af < r
et 41 g k.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur k. Pour k = 0, on peut
prendre V, € U sur lequel f est C", par décomposition cellulaire. On prend
So = {id(o,1)} et I'on a terminé.

Soit £ > 0 pour lequel V, et S; existent et ont les propriétés requises. On
pose alors A = {a € N1 | |a| <7 — 1, a1 < k} et 2 = #A - #8.. On pose
F = (Fy,---,Fy), ou chaque F; est une fonction fq(ba), ¢ € S et a € A. Chaque
F; est dérivable une fois par rapport & z; pour 1 < i < m, car 0F;/0z; = fq(ba),
avec |a| < r et a;uq1 < k. On peut alors appliquer le lemmeavec F pour f,
Vi pour U, nn pour n, et r+ 1 pour r; on obtient une r-paramétrisation .S d’un
ensemble cofini dans (0, 1) et un ensemble Vi1 € V}, tel que pour chaque ¢ € S,
Iy[Vis1] C Vi, et sur V41 chaque fonction ( f(;a))w est C1 & dérivées fortement
bornées. On note que d’autre part, (fy)y = fs o I est une fonction C” sur
Vi+1, car composée de fonctions C”. On pose Si11 = {¢pow | ¢ € Sk, v € S}.
Pour que S soit la r-paramétrisation que 'on souhaite, il nous faut que féim)p
soit fortement bornée pour |a| < r et apy1 < k+ 1.

Si a1 = 0, alors f(;';‘l)l} = (f§)y et le résultat est clair car f est fortement
bornée.

Si a1 > 0, alors par le théoréme de Schwarz on a fq(;;)p = 5‘/3:1:m+1(f(;’§3/})

pour un certain 8 € A. De plus, fd(ﬁgb(x) = ¢(a’"+1_1)(me)(fd()B))qb(x) pour
z € Vi41. Donc :

(e [e% [e% — a
fiau () = 0o @) (S (@) + D) 5= (1))
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1 € S, donc ses dérivées d’ordre < r sont fortement bornées et au,+1 < 7.
ff) est fortement bornée par hypotheése, et 8mi,+1 ( fd()ﬁ))w est fortement bornée
sur Vj41 par définition de S. Ainsi la quantité est fortement bornée et Sy.1 et

Vi+1 conviennent.

O

Bien que la présence de k et de U soit nécessaire a la démonstration par
récurrence, le corollaire sera utilisé seulement avec U = (0,1)™ ! et k = 7.
Il peut étre utile de retourner & ’énoncé afin de voir ce qu’il signifie dans ce cas
précis.

2.6 Preuve des théorémes de paramétrisation

On va désormais démontrer les théorémes de paramétrisation par une récur-
rence sur deux énonceés :

(D), Vr,n > 1, toute fonction F : (0,1)™ — M™ définissable et fortement
bornée admet une r-reparamétrisation.

(I1),,, ¥r > 1, tout ensemble X C M™ définissable et fortement borné admet
une r-paramétrisation.

Démonstration. (I); est déja démontré grace au corollaire On a de plus
vu dans la preuve du corollaire 2.4.4] que tout ensemble définissable de M admet
une r-paramétrisation, autrement dit (II); est vrai. On suppose désormais que
(I); et (II); sont vrais pour { < m. On va montrer que (I)p,41 et (II),,+1 sont
vrais.

Pour (IT),,41 : soit 7 > 1, et X C M™*! définissable et fortement borné.
Par décomposition cellulaire, X est une union finie de cellules ; on peut supposer
que X est une cellule de M™*1. Il y a deux cas & traiter :

— X ={{z,y) e M" x M | f(z) <y < glx)},ou fetg:Y — M
avec f < g et Y une cellule de M™ (de dimension [). Par (II),, il existe
une r-paramétrisation de Y, que l'on note S, et par (I); pour chaque
¢ € S il existe une r-reparamétrisation, que l'on note Ty, de (fo¢,go @) :
(0,1)" — M?2. Pour 1 € T on définit 0, : (0,1)"1 — X par :

9¢,w($1’ T 7xl+1) = <§a (1 - lerl)f(g) + xl+lg(€)>

Avec £ = gop(x1,- -+, 2;). L’ensemble des 6, , forme alors une r-paramé-
trisation de X.

— X est le graphe de f : Y — M. On procéde de méme pour obtenir S, une
r-paramétrisation de Y, et pour chaque ¢ € S, Ty une r-paramétrisation
de f o ¢. On pose alors 0, (z) = (po(x), f o po(x)).

Pour (I),,41, on peut se restreindre au cas n = 1 grace au lemme Soit
r > 1 et soit F : (0,1)™Tt — M définissable et fortement bornée. Par (I),,,
il existe pour chaque u € (0,1) fixé une r-paramétrisation, que l'on note .S,
de F, : (0,1)™ — M, x — F(x,u). Par saturation on sait qu’il existe N € IN
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tel que #S, < N, notons S, = {V¢, | 0 < i < N}, de maniére & ce que
{@¢, | u e (0,1)} soit une famille définissable & i fixé.

Pour 0 < i < N, on définit désormais () F : (0,1)™+t! — M par O F(z,u) =
F, 0@ ¢, (z). On pose enfin :

*E— <(1)¢u, 7(]\7) ¢u7(1) F,' . ’(N) F> . (0’ 1)m+1 N MmN+N

Les hypothéses du corollaire tiennent avec *F pour f, (0,1)™! pour U,
et mIN + N pour n, car S, est une r-reparamétrisation de F', uniformément en w.
En Iapplicant avec k = r on obtient V,. € (0,1)™"! et S, une r-paramétrisation
d’un certain A € (0, 1), avec les propriétés additionnelles.

Notons que si V,. = (0,1)™+! et A = (0,1), alors les fonctions (x,u) —)
Do (w) (), pour 1 < j < N et ¢ € Sy, forment une r-reparamétrisation de F'.

Ici on sait seulement que ces fonctions recouvrent (0,1)™*! & I'exception
d’un nombre fini de plans {7, 41 = a}sg¢a. De plus, si 'on les restreint a V.,
ou elles sont C" et a dérivées fortement bornées, elles recouvrent encore un
ensemble W de codimension [ < m dans (0,1)™+1.

On utilise (II);,+1, que l'on vient de démontrer, pour obtenir une r-para-
métrisation de V., que I'on note T;. Ceci nous permet de nous assurer que le
domaine des paramétrisations partielles sera bien (0,1)™"!.

Toujours par (II),,1, on obtient une r-paramétrisation de (0,1)™+1\ W,
que l'on note T3, afin de pouvoir couvrir la partie manquante de ’ensemble
d’arrivée.

On utilise enfin (I);, qui tient par récurrence, pour obtenir pour chaque
6 € Ty une r-reparamétrisation de F o 6 : (0,1) — M que 1’on note Uy.

La r-reparamétrisation que ’on recherche est alors :

{(Dppox|1<j<N,pe8, xeTh}U{foX|OeT AUy}
ot “signifie que I’on étend le domaine d’une fonction g & (0,1)™*! en posant
g<xl"" 7mm+1):g($,"' 7ml>' O

Corollaire 2.6.1. Soient m,r > 1 et X C (0,1)™ définissable de dimension I.
Alors il existe un ensemble fini S de fonctions de (0,1)! dans X définissables,
C" et telles que :

- U¢es Im(¢) = X,
—VoeS,aclN, |af <r;

[l < 1.

Démonstration. Prenons S une r-paramétrisation de X, chaque fonction et cha-
cune des dérivées, en nombre fini, est fortement bornée. Il y a donc une borne
uniforme ¢ € IN. On recouvre (0, 1)4m(X) avec (2¢)4(X) cubes de coté L (qui
se chevauchent), et pour K 1'un de ces cubes on pose \g : (0,1)4™X) 5 K 1a
bijection linéaire naturelle. Alors 'ensemble {¢ o Ax | ¢ € S, K un des cubes}
convient,. U
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Comme toujours il existe une version uniforme :

Corollaire 2.6.2. Soient n,m,r > 1 et X C (0,1)" x M™ une famille définis-
sable. Alors il existe N € IN et Vy € M™ un ensemble S, de N fonctions de
(0, 1)4m(Xy) dans X, définissables, C" et telles que :

- U¢esy Im(¢) = X,
— Vo e Sy, ac INdim(Xy) la] < 7y

¢ < 1.

Ce résultat est suffisant pour démontrer le lemme Notons qu’il s’ex-
prime uniquement grace a des formules du premier ordre, et est par conséquent
valable pour R comme dit précédemment. Nous pouvons alors démontrer le

théoréme 2.1.41

2.7 Preuve du théoréme de Pila-Wilkie

Désormais on fixe n, m et € > 0, et on se donne Z C R™ x R™ une famille dé-
finissable. Notre but et de trouver W C Z et ¢ > 0 satisfaisant le théoréme
11 nous suffit de considérer le cas on Z C [0,1]" x R™ car l’ensemble des points
rationnels de hauteur 7" est stable sous les opérations z; — :i::z:lil. On se res-
treint enfin & Z C (0,1)® x R™ car & y € R™ fixé, pour chaque 0 < i < n,
on dénombre les points de Z,(Q,T) tels que z; = 0 ou x; = 1; ceci revient a
dénombrer les points rationnels d'un ensemble de [0, 1]"~! et par récurrence sur
n on peut supposer que le résultat tient.

Considérons le cas ou A, B et C sont des familles définissables incluses dans
C (0,1)" x R™ et telles que AUB = C. On a naturellement A3'8 U B3l8 C Cals.
Par conséquent si le théoréme tient pour A et B avec Wy, Wp . et ca,
cB,c; alors il tient pour C avec We . = Wy UWp et ccc = ca,c + cB,e. Ceci
laisse penser que le résultat pourra étre démontré par récurrence.

On travaille & n fixé et on commence une démonstration par récurrence sur
k = maxyerm dim(Z,) < n. Le cas k = 0 correspond au cas ou chaque Z, est
fini, et par compacité on a une borne uniforme N € IN sur le nombre de points
de chaque fibre. Le théoréme tient avec W = ) et ¢ = .

On suppose désormais k > 0 et que le théoréme tient pour tout Z dont les
fibres sont de dimension < k£ — 1. On introduit la notion de point régulier :
r € reg;(X) signifie que X est C!-diffeomorphe, au voisinage de z, & une variété
de dimension .

L’ensemble R;(Z) = {(z,y) € Z | « € reg;(Z,)} est alors définissable (voir
[16] pour une démonstration).

Dans le cas o k = n, x € reg, (Z,) pour y € R™ signifie que Z, contient un
voisinage de = de dimension n, et puisque Z, C (0,1)", alors B(z,d) C Z, pour
un certain & > 0. Mais cette boule est un ensemble semi-algébrique, et donc
x € Zglg. Ainsi A = R,,(Z) est définissable et Aglg = A, pour chaque y € R™.
Le théoréme tient alors pour A avec Wy . = A. Posons B = Z — A, les fibres de
B sont de dimension < n — 1, et par récurrence le résultat tient pour B et donc
aussi pour AUB = Z.
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Désormais k < n. Pour o C {1,--- ,n} on note II, le sous-espace vectoriel
de R™ engendré par {e; | i € o}, ou {e1, - ,e,} est la base canonique de R™,
et m, la projection associée. On note S = Sy, = {oc C{1,--- ,n} | #o=k+1}
et ¢ = #S. Par le lemme [2.2.2] on sait que pour chaque o € S, il y a une
constante a(Z, €, o) telle que Yy € R™, (7,(Z,))(Q,T') soit contenu dans I'union
d’au plus a(Z, €,0)T</?? hypersurfaces de degré < d. En posant a = a(Z,€) =
maxyecs &(Z, €,0), on obtient que Z,(Q,T) est contenu dans I'union d’au plus
a?T</? intersections de cylindres au-dessus de ces hypersurfaces, car pour étre
dans Z,(Q,T) il faut étre dans chacun des (7,(Z,))(Q,T).

Une hypersurface est entiérement définie par un polynoéme, on peut donc
identifier une hypersurface L de II, avec t,, un p-uplet de coefficients pour
un certain p = p(k,d). On notera T l’ensemble des ¢t = (t, | ¢ € S) qui
correspondent & un choix d’une hypersurface L(t,) C I, pour chaque o € S.
On pose :

Y={(x,y,t) e R" x R x RP?" | Vo € S, my(z) € L(t,)}

Pour u = (y,t), la fibre &, est définie par des équations polynomiales, donc
est semi-algébrique. De plus comme chaque projection de ¥, surk + 1 coordon-
nées est de dimension < k, la fibre est elle-méme de dimension < k.

On considére aussi :

ZA:{<x7y’t> ER" X R™ xR | (x,y) € Z,t €T}

On a Zu = Z,, et donc les fibres de 7 au-dessus de u sont de dimension < k.
Enfin les fibres de Z N'Y au-dessus de u sont elles aussi de dimension < k. On
pose :

Ay ={{z,u) € ZNT |z ¢ reg,(ZNTy,)}

A; est définissable. Si A, est de dimension k, alors il existe une cellule,
qui est en particulier une variété, de dimension k. Tout point de cette cellule
est alors un point de regk(Z NX,), ce qui est impossible. Ainsi les fibres de A,
au-dessus de u sont de dimension < k& — 1 et par récurrence il existe W (A4, §)
et (A1, §) satisfaisant le théoréme (donnant une borne en ¢I'“/2). De méme, on
définit :

Ay = {{z,u) € 7Ny | z ¢ reg,(X,)} et Az = {{z,u) € 7Ny | = ¢ regk(Zu)}

Pour les mémes raisons, leurs fibres au-dessus de u sont toujours de dimen-
sion < k — 1 et il existe W (A, §) et c¢(A;, 5) satisfaisant le théoréme.

Tl nous reste & considérer B = ZN'Y — Uiz1.2.3 Ai, c’'est-a-dire 'ensemble
des points réguliers de dimension k dans Z , 2 et Z N Y. Considérons un point
(z,u) € B, ce qui signifie que dans un voisinage A C R"™ suffisament petit de z,
les trois fibres Zu, Y. et ZNY, sont des variétés C. Mais comme ZNY, C Zu
et ZnN Yu C Xy, elles coincident localement :
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ZuNA=ZNS, NA=3%,NA

Or, quitte & prendre une boule ouverte pour A, ¥, N A est semi-algébrique
de dimension k > 1. Autrement dit (z,u) € B#, et le théoréme tient pour B
avec W (B, €) = B, et on a démontré que Z N 3 vérifie le théoréme.

Enfin, on fixe y € R™, et I'on va s’intéresser aux points rationnels de Z, :

— Pour chaque 0 € S, (7,(Z,))(Q,T) est contenu dans I'union d’au plus
aT</?4 hypersurfaces. Ainsi & P € Z,(Q,T) on associe un vecteur ¢t =
(ts | 0 € S) tel que 7,(P) € L(t,); puisque 7, (P) € (7,(Z,))(Q,T) on
peut faire en sorte que t ne prenne que a?7/? valeurs distinctes lorsque
P parcourt Z,(Q,T).

— Pour chaque ¢t = (t, | o € S) on considére la fibre Z N %, ot u = (y,1) :
cette fibre contient P, autrement dit on peut trouver a47</2 fibres de ZNX
au-dessus de u telles que chaque P € Z,(Q, T') soit dans l'une d’entre elles.

— Puisque ZNY vérifie le théoréme, on sait qu’il existe une certaine famille
définissable W = W(Z N X, 5) et une constante ¢ = o(Zny, 5) telles que
N(ZNZ, —W,,T) < T2

— En posant W = W(Z,¢) = {(z,y) | Jt{z,y,t) € W}, alors chaque P €
(Z, — W,)(Q,T) est dans un parmi au plus a?T/? ensembles de la forme
ZNS,— W, : or ces ensembles contiennent au plus ¢7'¢/? points rationnels
de hauteur < T', ce qui nous donne N(Z, —W,,T) < cadT* et le théoréme
est démontré pour Z.
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3 Applications

Nous allons présenter dans cette partie deux applications du théoréme de
Pila-Wilkie. La premiére est une démonstration d’un résultat dont il existe
d’autres démonstration ne faisant pas appel au théoréme de Pila-Wilkie, en
revanche la seconde est une démonstration d’un résultat dont il n’existe pas
d’autre démonstration. Nous nous basons sur un article de Scanlon [I3] pour
présenter ces démonstrations. La stratégie est toujours la méme pour établir
ces résultats : Dans un premier temps on se concentre sur la partie algébrique
que l'on étudie & ’aide d’outils de géomeétrie algébrique, puis on s’occupe de la
partie transcendante a ’aide du théoréme de Pila-Wilkie. Ici nous nous concen-
trerons surtout sur la partie transcendante afin d’exposer en détail 'utilisation
du théoréme de Pila-Wilkie.

3.1 La conjecture de Manin-Mumford

Pila et Zannier ont donné dans [I1] une démonstration de la conjecture de
Manin-Mumford, dont il existe déja plusieurs démonstrations différentes. Nous
allons considérer un cas particulier de cette conjecture et exposer une version
simplifiée de la démonstration de Pila et Zannier, en suivant ’article de Scanlon.
On vise le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. Soientn € N* et G € C[X1, -+, X,] un polynéme. On note
G = (C*)™, et on considére I’ensemble suivant :

X ={(C1, -+ ,¢n) € G| Vi(; est une racine de unité et G(C1, -+ ,(n) =0}

Alors X est une union finie de classes d’équivalence modulo des sous-groupes de

G.

Démonstration. Le lien entre cet ensemble et I’étude des points rationnels est
obtenu grace & la correspondance naturelle : € C est une racine de l'unité ssi
x = 2™, avec z € Q. Autrement dit, si 'on définit le morphisme de groupes
E: (C+)n — G par E(Zla T 7Zn) - <627TiZI" o ,eQTrizn>’ alors C = <<17 to 7<7L>
est un tuple de racines de ’'unité ss’il existe un certain a € Q" tel que F(a) =
¢. Ainsi ’étude de X devient 1’étude des solutions rationnelles de I’équation
G(E(z)) =0.

L’étude de ces solutions n’est cependant pas forcément plus simple sous
cette forme : 'équation F(z) = 1 définit Z", F n’est donc jamais définissable
dans une structure o-minimale. On peut néanmoins restreindre £ a un domaine
fondamental afin d’éviter ce probléme. On pose D = {z € C" | 0 < Re(z;) < 1},
et on note E = E|p. Cette fonction est bijective, et est définissable dans une
structure o-minimale ; en effet, si I'on identifie C & R?2, E est alors la fonction :

(1,91, s Ty Yn) € ([0,1) x R)™ — (e 2™¥icos(2ma;), e~ 2™ sin(27m2;) ) 1<i<n

X

Bien sir, les fonctions cosinus et sinus ne sont jamais définissables dans une
structure o-minimale, mais ici on peut les restreindre a [0,27), et ainsi définir
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la fonction E dans la structure Ran,exp, dont on sait qu’elle est o-minimale. On
définit alors X = {2z € D | G(E(z)) = 0}. L’ensemble X est alors identifiable &
X(Q), et puisque X est définissable dans une structure o-minimale, on peut lui

appliquer le théoréme de Pila-Wilkie (2.1.4)).
On va décrire la structure de X8 4 ’aide de la proposition suivante :

Proposition 3.1.2 (Ax-Schanuel). Soient v1(t), - ,vn(t) € tC[[t]] linéaire-
ment indépendantes sur Q, alors C(t,v1(t), - ,yn(t), e ... M) est de
degré de transcendance sur C(t) au moins n.

Gréce & ce résultat on peut établir le théoréme pour X?#£ on renvoie
vers l'article de Scanlon ou celui de Pila et Zannier pour les détails.

Quant & X*'28% on va établir le résultat dans le cas ot G est un polynéme
irréductible a coefficients dans un corps de nombres K (c’est-a-dire que [K : Q)
est fini). Une manipulation classique de géométrie algébrique nous permet de
ramener le cas général & ce cas-ci, mais pour plus de concision nous nous conten-
terons de rajouter cette condition dans nos hypothéses. Nous allons démontrer
le résultat suivant :

Théoréme 3.1.3. Soient n € N*, K C C un corps de nombres, et G €
K[Xy,- -, X,] un polynome irreductible. On note G = (C*)™, et on considére
l’ensemble suivant :

X ={z€D|G(E(z) =0}
Alors X'rs(Q) est fini.

Soient T > 1 et z € X'ans(Q,T). On écrit z = (o, 32) avec 0 <
a; < b; < T et pged(as,b;) = 1. On a donc G(E(z)) = 0. On pose L =
a1 s An
K[e*™ b1 ... ™ bu]. Puisque G est & coefficients dans K, pour o € Gal(L/K),
. aj

. =~ . 27T . C . 5
on sait que G(c(E(z))) = 0. Puisque e % est une racine primitive bime de
L . 2mi gl 2mi , ,

I'unité, on sait que o(e” %) = e %, avec 0 < a’ < b;. On sait alors que
Porbite de cet élément par ’action du groupe de Galois est de cardinal au moins
»(b;)

[K:Q]”

Par I’absurde, on va supposer que X trans () est infini. Alors on peut trouver
une suite d’entiers (T},)nen strictement croissante telle que N(X'ans 7)) >
N ()? trans 77— 1), autrement dit il existe pour chaque n un élément de hauteur
exactement T,,.

Alors, par I'action du groupe de Galois, il existe au moins fISTaS)

:34C >0

dans X trans(Q, Ty,). Appliquons le théoréme de Pila-Wilkie avec € = 3 :

~ 1
tel que Vn € IN, N(X*®am T, ) < CT;?. D’autre part, on a démontré auparavant
N(Xtrans Ty > %; or la fonction ¢ est telle que V5 > 0, :;(1”22 — 00
quand m — oo. Alors, avec § = %, on peut prendre n assez grand pour avoir
1
o(T,) > [K : Q)CT? ; ce qui contredit le théoréme de Pila-Wilkie.
Ainsi 'on a X'3"8(Q) est fini. O

éléments

[
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3.2 Torsion simultanée dans des courbes elliptiques

On va donner une seconde application du théoréme de Pila-Wilkie. Il s’agit
d’un résultat nouveau, démontré par Masser et Zannier dans [7]. Avant de 'ex-
poser, nous allons rappeler briévement la théorie des courbes elliptiques :

Définition 3.2.1. On se donne 7 € C, 7 # 0 ou 1, et I'on pose A = Z & 7Z.
On définit la fonction de Weierstrass :

1 1 1
=5+ D oo
St Gl

On pose enfin ga(A) = 6035 ,cx ysow * et g3(A) = 14037y 2w °. Alors
on définit la courbe elliptique Ey de 2 maniéres équivalentes :

— E%*® = C/A, munie de la loi de groupe additif.

— EERPhe — fip ) € €2 | y? = 423 — go(A)z — g3(A)}, avec un point en
plus « a l'infini », noté 0. Les coefficients g et g3 sont définis de maniére
a ce que my : BT — EEPPR o s (04 (2), ¢ (2)) soit une bijection. On
définit une loi de groupe sur E’f\raphe grace a cette bijection, qui devient
alors un isomorphisme, envoyant notament le neutre de E{°™® sur le point
a linfini, c¢’est-a-dire sur Og.
On peut aussi modifier ’équation de E;g\raphe pour obtenir la forme réduite de
Legendre : y? = z(z — 1)(x — A), pour un certain A € C distinct de 0 ou 1; nous
désignerons cette forme par F).

L’étude des courbes elliptiques montre que pour a € C fixé différent de 0
ou 1, le point (a,/a(a —1)(a — X)) est un point de torsion dans E) pour un
nombre infini dénombrable de A € C. Masser et Zannier posent alors la question
suivante : pour deux nombres complexes a et b distincts et différents de 0 ou 1,
pour combien de A € C les points (a, v/a(a — 1)(a — X)) et (b, /b(b—1)(b— X))
sont simultanément des points de torsion dans E ? Masser et Zannier donnent
la réponse dans le casa=2et b= 3 :

Théoréme 3.2.2. Les deux points

P)\: <2, 2(2—)\)> et Q)\:<3,\/6(3—>\)>
sont simultanément des points de torsion dans E pour un nombre fini de A € C.

Démonstration. Comme précédemment, ’objectif est de se rammener a I’étude
des points rationnels d’un ensemble définissable dans une structure o-minimale.
On travaille avec la bijection w5 : C/A — Eiraphe. On peut I’étendre périodique-
ment en une fonction C — Eiraphe, puis la restreindre & un domaine fondamental
D={2€C|0< Re(z) <1,0 < Im(z) < 7}. Enfin, en normalisant par 7
et en modifiant la fonction pour que son espace d’arrivée soit F), puis en in-
terprétant C comme R?, on définit la fonction 7y : [0,1) x [0,1) — R2, qui est
un isomorphisme de son domaine (muni de la loi de groupe additif modulo 1)
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dans son image. La fonction (z,\) — mx(z) est alors définissable dans Ray exp;
en considérant z et A comme des couples de réels. On s’intéresse & 1’ensemble
suivant :

X = {{z1,y1, 22,52} € [0, 1) | IAma(z1,51) = Py et ma(wa, 42) = Qr}

Si A est tel que Py et @y sont simultanément des points de torsion dans F),
alors leur antécédent par 7y est aussi de torsion dans [0, 1), ce qui signifie qu’il
s’agit d’un point rationnel. Le nombre de \ tels que Py et @\ sont simultanément,
des points de torsion correpond alors au nombre de points rationnels de X, qui
est un ensemble définissable dans une structure o-minimale sur R. Nous allons
alors pouvoir appliquer le théoréme de Pila-Wilkie. _

Grace a I'é¢tude de la fonction p, on montre que X212 est vide. L’étude
de X'rans est plus fastidieuse, mais se déroule de la méme maniére que pour
I’'exemple précédent : on prouve que si A est tel que Py et Q) soient des points
de torsion dans FE), alors A\ est un nombre algébrique. Si d est son degré, alors
il existe au moins % conjugués de A ayant la méme propriété. On établit par
ailleurs un lien entre le degré d et 1a hauteur 7' du point rationnel correspondant.
Enfin, on compare cette borne avec le résultat du théoréme de Pila-Wilkie, et

on en conclut que X805 est fini. O
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Annexes

A TIllustration de la proposition [2.2.1

La proposition est un résultat démontré par Pila dans [9]. Nous allons
donner une démonstration dans un cas de petite dimension, & savoir k = 1 et
n = 2, en nous basant sur un exposé de Derya Ciray [I]. L’énoncé que 'on
cherche & démontrer est alors :

Proposition A.1. Quel que soit d € IN* fizé, il existe un entier positif r = r(d)
et deuz réels positifs C = C(d) et e = e(d) avec la propriété suivante :

Pour toute fonction ¢ : (0,1) — R? de classe C" dont toutes les dérivées
d’ordre < r sont bornées par 1, si l'on note X = Im(¢), alors X(Q,T) est
contenu dans au plus CT¢ hypersurfaces de degré < d. De plus, e(d) tend vers
0 lorsque d tend vers l’infini.

Démonstration. On note My la famille de tous les monomes m(X,Y") en deux
variables de degré < d :

My={m(X,Y)=XY"|a,be N, a+b<d}

OnposeD:#Md:(dH)QM. Si A= {(z;,y;) € R? |1 <i< D}, on

note M(A) la matrice carrée de taille D égale a [m(a)]TEGAMd. On note enfin

A(A) = det(M(A)).
Pour mener & bien la démonstration, nous avons besoin des trois résultats
suivants :

1. Si A n’est contenu dans aucune courbe algébrique de degré < d, alors
A(A) #0.

2. SiACQ? siVa€e A, H(a) <T, et si A(A) #0; alors A(A) > ~ip.

3. 3r =r(d) € N tel quesi ¢ : (0,1) — R? est une fonction de classe C" dont
toutes les dérivées d’ordre < r sont bornées par 1, on prend I C (0,1) un
intervalle et t1,--- ,tp € I distincts. On considére A = {4(t;) | 1 < i <
D} ; alors il existe une constante K = K(d) € R telle que :

D(D-1)

A(A) < K - |1

Ou |I| dénote la longueur de l'intervalle I.

Nous allons terminer la preuve de la proposition en utilisant ces résultats
que nous démontrerons par la suite.

Soient r(d) comme dans 1’énoncé de [3) ¢ comme dans 1’énoncé de la
I C (0,1) un intervalle, on note X; = ¢[I] C X. On suppose que X;(Q,T)
n’est contenu dans aucune courbe algébrique de degré < d. Puisqu’une courbe
algébrique de degré d peut interpoler D —1 points, on sait que X;(Q,T") contient
au moins D points distincts; de plus si I'on prend D — 1 points distincts dans
X1(Q,T), ceux-ci définissent une courbe algébrique de degré d, on peut donc
trouver un autre point de X;(Q,7T') qui ne soit pas dans cette courbe, autrement
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dit on prend t1,--- ,tp € I distincts tels que ¢(¢;) € X;(Q,T) pour 1 < i < D,
et tel que A = {¢(¢;) | 1 < i < D} ne soit contenu dans aucune courbe algébrique
de degré < d.

Par |1} on sait que A(A) # 0.

Par [2| et [ on sait que :

1 D(D-1)

ngA(A)gKm 2

Ce qui nous donne :
| > K~ o307 5% = B(T,d)

Par contaposé, si |I| < B(T,d), alors X;(Q,T') est contenu dans une courbe

algébrique de degré < d. On recouvre (0, 1) par 1+ ﬁ intervalles de longueur

< B(T,d); ainsi X;(Q,T) est contenu dans l'union d’au plus 1+ ﬁ courbes
algébriques.
2
Or B(T,d) ~ C(d)Td, donc le théoréme est démontré avec e(d) ~ 2, qui
tend vers 0 quand d tend vers I'infini. O

Preuve du On va montrer la contraposée : si A(A) = 0, alor sil existe
une courbe algébrique de degré < d contenant A. Ceci est di au fait que si
A(A) = 0, alors il existe une relation algébrique entre les points de A. Comme
on peut toujours définir une courbe algébrique de degré < d passant par D — 1
points indépendants, on peut trouver une courbe algébrique passant par tous
les points de A. Pour plus de détails, on peut se référer a [2].

Preuve du |z| On pose : A’ = T?A, qui est une matrice a coefficients dans
Z., donc son déterminant est entier. Comme det(A’) = TP det(A) # 0, on a
|det(A’)| > 1, donc |det(A)| > |75 ]-

Preuve du On va montrer que r(d) = D convient. Soient I C (0,1) un
intervalle et t1,--- ,tp € I distincts. Soient de plus fi,---, fp des fonctions
dans CP(I). On note V le déterminant de Vandermonde :

V =det | : =1t -t
1ty 3 -+ tB i<y
On a alors les résultats suivants :
D(D—1)
(a) V<II|™ >
(b) Vi,j, 3¢,; € I tel que :

f@(Cz‘, )
det[f;(t:))i<ij<p =V - det[%hgi,ng
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@ vient naturellement par le calcul, et @ est une généralisation du théo-
réme des accroissements finis.

On considére désormais ¢ : (0,1) — R? est une fonction de classe C" dont
toutes les dérivées d’ordre < r sont bornées par 1, et on pose A = {¢(¢;) | 1 <
i < D}. Les coeflicients de la matrice M (A) sont donc de la forme ¢y (t;)%d2(t;)°,
avec a-+b < d. On définit a; et b; de telle sorte que My = {X*Y? | 1 <i < D}.
On définit alors f; pour 1 < j < D par :

fi(@) = ¢1 () o ()™

Puisque ¢ est de classe CP, f; est aussi de classe CP.

Par@ A(A) = det[f;(ti)]1<i,j<p < V-K, ot K = K(d) est un majorant de
()

det[f ( )]l<w< D, qui existe et ne dépend pas de ¢ puisque toutes les dérivées

de ¢ sont bornées par 1.

Enfin par@: A(A) < K - |I] 25

—1)
. O

B Utilisation de la saturation

Plusieurs fois au cours de la démonstration du théoréme de Pila-Wilkie, des
arguments de saturation sont utilisés pour s’assurer que ’on a des bornes finies.
Nous allons développer dans le détail les arguments utilisés.

B.i Borne uniforme d’une famille définissable

Au début de la partie 2.5} nous avons une famille définissable de fonctions
(F¢)te(0,1), dont on sait qu’a ¢ fixé, elles sont C”, fortement bornées et a dérivées
fortement bornées. Autrement dit, on sait :

Ve (0,1) IN; €N tel que Vo e (0,1)Vi € {1,--- ,r} ‘Ft(i)(x)‘ <N,

Cependant, rien ne dit a priori qu’il existe une borne fonctionnant pour tous
les t & la fois. N; pourrait tendre vers I'inifini quand ¢ — 0 par exemple, nous
allons montrer que ce n’est pas la cas. Nous allons raisonner par 1’absurde, en
supposant :

VNeN Iz, te(0,1)Ji € {1, - ,r} tels que ‘Ft(i)(x)‘ >N

On considére alors le type p(t) = {¢r(t) | k € IN}, ot ¢ (¢) est la formule
«0<t<1AF0<z<IAVigic, ’Ft(i) (m)‘ > k) ». Il est finiment satisfai-

sable par 'hypothése de notre raisonnement par I’absurde, d’autre part, chaque
ok (t) a les mémes parameétres que ceux qui entrent dans la définition de F};
or (Fy)ie(o,1) est une famille définissable, par conséquent ces parameétres ne dé-
pendent pas de ¢, et donc p(t) est un type & paramétres finis. Puisque M est
Ng-saturée, il est réalisé par un certain ¢ty € M ; on a donc M E ¢n(tg) pour
chaque N € N, autrement dit :
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VNeN3Ize(0,1)3i € {1,--- 7} tels que ‘F}(j)(x)‘ >N

Or ceci contredit la bornitude de F,. O

B.ii Famille définissable de reparamétrisations

On rappelle qu'une r-reparamétrisation d’une fonction f : X — M"™ est
un ensemble S fini de fonctions ¢ : (0,1)4™(X) — X deéfinissables et telles
que ¢ et f o ¢ soient C", & dérivées d’ordre < r fortement bornées, et avec
U¢eslm(¢) = X.

A une fonction F = (Fy,---, F,) : (0,1)¥ — M", on peut associer I’en-
semble de ses fonctions coordonnées. On dira alors que F est une fonction
r-reparamétrisant f si l’ensemble de ses fonctions coordonnées forme une -
reparameétrisation de f.

Dans la démonstration du lemme [2.5.2] on considére une famille définis-
sable (g¢)te(0,1) de fonctions g; : (0,1) — (0,1)™ x M. On souhaite obtenir
une « famille définissable de r-reparamétrisations de g », c’est-a-dire un certain
nombre N fini de familles définissables ((Vey),e0,1), (N )ie(0,1) de fone-
tions D¢, = (0,1) — (0,1) telles que 'ensemble S; = {V¢, | 1 < i < N} soit
une r-reparamétrisation de g; pour chaque t.

De maniére équivalente, on souhaite montrer qu’il existe une famille définis-
sable (®¢)ic(0,1), oul & t fixé ®; est une fonction r-reparamétrisant g;.

A t fixé, on applique le théoréme de reparamétrisation dans le cas d’arité 1
(corollaire [2.4.6) & la fonction g; pour obtenir une r-reparamétrisation g, que
I’on note Sy, et 'on note &, la fonction r-reparamétrisant g; dont les coordonnées
sont les fonctions dans S;. Nous allons procéder en deux étapes :

1. Montrer que 'on peut prendre, a t fixé, ®; définissable avec les mémes
parametres que g,

2. Montrer qu’il existe une famille A-définissable de r-reparamétrisations.

Preuve du Soient f : (0,1) — M™*! définissable et soit A I'ensemble des
paramétres intervenant dans la définition de f. En appliquant le théoréme de
reparamétrisation, on obtient S, une r-reparamétrisation de f. On note k = #.5S.

Pour ¢ € S et pour 0 < i <, les fonctions ¢ et (f o $)® sont bornées
respectivement par les entiers C; 4 et C; ro4. On pose :

C= max_ (Cig, Ciroo)

On note @ la fonction r-reparamétrisant f associée a S. ¢ est définie par
une certaine formule (x,y,b), ot € M et y € M* sont des variables, et
b € M?! est un vecteur de paramétres. Pour 1 < ¢ < k, on note m; : M* — M
la projection sur la i®™¢ coordonnée. Pour une variable z € M¥, on considére la
formule suivante :
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®(2) : {{z,y) | ¥(x,y,2)} est le graphe d’une fonction, notée h
Mhest CTA N\ Ve |hO@)| < ©

o<ikr

ANfomohest C"A /\ Vx‘(fomoh)(i)(x)‘ <C

o<igsr

Afompohest C"A /\ Vx’(fon’koh)(i)(x)’ <C

o<ir

®(z) est une formule & paramétres dans A par la présence de f.

Comme @ est une fonction r-reparamétrisant f, on a M F ®(b). Autrement
dit, M E 32 ® (2) ; puisque M admet des fonctions de choix définissables (théo-
réme , on sait qu’il existe ¢ € M* tel que {c} est A-définissable, et M F
®(c). Ceci nous dit qu’il existe une fonction A-définissable r-reparamétrisant f

En notant A I’ensemble des paramétres intervenant dans la définition de la
famille (g:).e(0,1) €t en prenant f = g; pour un certain ¢ fixé, on trouve qu'il
existe une r-reparamétrisation A U {¢}-définissable de g;. O

On prend dans la suite Sy (et donc®;) AU {t}-définissables.

Preuve du 2] On vient de montrer qu’a ¢ fixé, il existe une fonction ®; :
(0,1) = (0,1)™ AU {t}-définissable r-reparamétrisant g;. On souhaite montrer
qu’il existe une famille définissable de fonctions r-reparamétrisant la famille

(9t)te(o,1)-
Pour C € Net f: M — (0,1) A-définissable, on pose :

@calf): [ et giof sont C'A N\ Va|fO@)| <on A\ va|(go HO@)| <C
0<igr 0<i<r

C’est une formule & paramétres dans A.

Soient N € IN*, z,y € (0,1) des variables, t € (0,1) fixé, et ¥ = (¢p1,--- ,¥N)
un N-uplet de formules ;(z,y,t,a), ou a est un vecteur listant les éléments de
A. On considére la formule suivante :

Gﬁﬁc(t) : si pour chaque 1 <4 < N, 9;(x,y,t,a) définit une fonction notée ¢; .,
et si ®c¢ (Dit);
alors | ) Tm(is) # (0,1).

1<i<N

C’est une formule & paramétres dans A qui dit entre autres que ¥ ne définit
pas une r-reparamétrisation de g;.
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On suppose par 'absurde qu’il n’existe pas de famille définissable de -
reparamétrisations de g. Cela implique que si 'on a une famille (F});e(0,1) A-
définissable de fonctions F; : (0,1) — (0,1)M C™, & dérivées d’ordre < r forte-
ment bornées et telles que g; o m; o Fy soit C”, & dérivées d’ordre < r fortement
bornées ; alors il existe un certain ¢ty pour lequel :

U Im(moFy)#(0,1)

1< Ny,
On considére alors le type suivant :

p(t) = {0xc(t) | N.C € N, ¥ = (¢, )}

Ce type est a paramétres dans A et est finiment satisfaisable ; en effet, si ’'on
considére une formule 0}{’,70 seule, deux cas sont possibles :

— Pour un certain ¢y et pour un certain i, ¥;(x,y,t,a) ne définit pas une
fonction vérifiant ®cq ; alors M = 0 (to)-

— Pour tout ¢ et tout i, ¥;(x,y,t, a) définit une fonction vérifiant ®¢ , ; alors
U définit une famille A-définissable de fonctions. Comme cette famille ne
peut pas étre une famille de fonctions r-reparamétrisant g, il y a forcément
un to pour lequel M k 03 ~(t).

4 : ER N Wy L )
Désormais, on considére deux formules N o, et 0 Na.C,» €t on suppose qu elles
ne sont jamais réalisées par le méme élément simultanément. Alors la fonction
définie par :

[ Uy(x,y,t,a) sitrealise 9}1\’7;02
-~ |\ Uy(w,y,t,a) sinon

est une famille définissable de fonctions r-reparamétrisant g, ce qui contredit
I’hypothése de notre raisonnement par ’absurde. On raisonne de méme pour
n’importe quel nombre de formules.

Par saturation p est réalisé par un certain to € (0, 1), autrement dit, pour
tout N, C' € IN*, et pour tout ¥ = (¢, -+ ,¥n), M E 91‘1\',70(&)). Or ceci contredit
I'existence de la fonction ®;, A-définissable r-reparamétrisant g,.

On a alors montré par ’absurde qu’il existe une famille A-définissable de
r-reparamétrisations de g. O

L’argument est similaire dans la partie [2.6] la seule différence étant qu’il est
appliqué a une famille F, : (0,1)™ — M.
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