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Aufgabe 1.

a) Sei C eine Klasse von £-Strukturen. Zeigen Sie, dass C genau dann eine axiomatisier-
bare Klasse ist, wenn C abgeschlosssen unter elementarer Aquivalenz und Ultrapro-
dukten ist.

b) Sei K ein Korper. Die Sprache der K-Vektorrdaume ist Ly (x) = Lo U {a | a € K}.
Schreiben Sie die Theorie der K-Vektorraume.

c) Zeigen Sie, dass die Klasse der K-Vektorrdume endlicher dimension nicht axioma-
tisierbar ist.

Aufgabe 2. Zeigen Sie den Kompaktheitssatz mithilfe von Ultraprodukten: Wenn jede
endliche Teilmenge einer Theorie T konsistent ist, dann ist auch 7" konsistent.

Hinweis: Betrachten Sie als Indexmenge I alle endlichen Teilmengen der Theorie. Finden
Sie einen geeigneten Ultrafilter auf I, der fiir jedes o € T' die Menge I, := {A € [ |0 € A}
enthalt.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass eine existenzielle Aussage ¢, die in jedem endlichen Korper
gilt, in jedem algebraisch abgeschlossenen Korper gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst ¢ € Tyak, fiir jede p > 0 und verwenden Sie Kompaktheit.
Bonusfrage (schwer): Das Gleiche gilt fiir V3-Aussagen.

Aufgabe 4.

a) Zeigen Sie, dass die Theorie der K-Vektorrdume r-kategorisch fiir £ > | K| ist.

b)* Betrachten Sie die Sprache der Graphen Lr = {R}, wobei R ein zweistelliges Re-
lationssymbol ist. Wir fassen L£g-Strukturen als Graphen auf, wobei R(x,y) heift,
dass es eine Kante von x nach y gibt. Sei

Tre ={¥z,y((R(z,y) ¢ R(y.x)) A ~R(z,z)) A dw,y(-z = y) }
U {V(L’Q,...7Im_1,y1,...,yn_1(/\—|xi :yj —

i#£]
Elz( /\ R(z,x;) N —z = xz) A ( /\ —R(z,yj) Nz = y])) | m,n € N>0}
<m i<n

die Lr-Theorie des Zufallsgraphen. Zeigen Sie, dass Tre No-kategorisch ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Hin-und-Her Methode.

Abgabe bis Freitag, den 02.11, 10:00 Uhr
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